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ANOTACE BAKALÁŘSKÉ PRÁCE 
 
DO, T, G. Příhradové konstrukce řešené pomocí MKP. Ostrava: Katedra pruţnosti a pevnosti, 
Fakulta strojní, VŠB-Technická univerzita Ostrava, 2009, 33s. Bakalářská práce, vedoucí Fusek, M. 
 
 Cílem bakalářská práce bylo vytvoření programu pro řešení příhradových konstrukcí pomocí 
metody konečných prvků. Práce seznamuje s teorií příhradových konstrukcí. Rovněţ je v práci 
popsána základní teorie metody konečných prvků.  
 
Na základě teorie byl vytvořen vlastní program v matematickém programu MATLAB, pro analýzu 
rovinných příhradových konstrukcí. Pro vytvoření konečno-prvkové sítě byl pouţit program 
ANSYS.  
 




















ANNOTATION OF THESIS 
 
DO, T, G. Trusses Solved by FEM. Ostrava: Department of Mechanics of Materials, Faculty of 
Mechanical Engineering, VŠB – Technical University of Ostrava, 2009,33 p. Thesis, head: Fusek, 
M. 
 
Aim of the baccalaureate work was create computing program solution trusses using the finite 
element method. Working with the theory of trusses. It is also at work described the basic theory of 
finite element methods. 
 
On the basis of the theory was created its own program in the mathematical program MATLAB, for 
analysis of trusses. To create a final element network was used program ANSYS. 
 
The program is tested on the example and the results are compared with analytical solutions. 
 
 




Obsah bakalářské práce: 
 
1.  Úvodní část      .……………………..………………………………..………….………..…   5 
 
1.1     Seznam použitých značek     ………….…..…..………….…………………...…   5   
1.2     Úvod     …….…………………..…………………………..………….………..…   6   
 
2.  Příhradová konstrukce     …….…………………………………..………….………..…   6   
 
2.1  Základní pojmy a definice    …………..….........……………....……………..…   6   
2.2 Kontrola vnitřní a vnější statické určitost …..…..…………………...........……   7 
2.2.1 Kontrola statické určitost vnější   …..…..….…..……………..........……   7 
2.2.2 Kontrola vnitřní statické určitosti   …..…..….…..…………............……   7 
2.3 Skladba rovinného kloubového příhradového nosníku      …..…...............……   8 
2.4 Staticky neurčité rovinné kloubové příhradové nosníky   …………......………   9 
2.5 Příklad příhradové konstrukce     ………….……..….…..……..………………   10 
3.  Metoda konečných prvků     …….…………………………………………………..…   11 
 
3.1      Historie vzniku metody konečných prvků     ………..…..……………………   11 
3.2      Odvození základních rovnic MKP     ……………………..……………………   12   
3.2.1    Podstata metody konečných prvků     ……….….………………….……   12 
3.2.2    Postup řešení metodou konečných prvků     ....…………………….……   13  
3.2.3    Lagrangeův princip virtuálních posunutí     ...…..………………….……   14  
3.2.4    Aplikace variačních principů při řešení prutových soustav     ..…………   16 
 
4.  Aplikace na příkladu     ……………………........…………..………………………..…   22 
 
4.1      Zadání     ……...….…..…………………………………………………………   22 
4.2      Analytické řešení     ….…....……………………………………………………   22 
4.2.1    Kontrola statické určitosti      ……...……………………………………   23 
4.2.2    Uvolnění a sestavení rovnováţných rovnic pro celou konstrukci      …..   23 
4.2.3    Uvolnění jednotlivých uzlů a sestavení rovnováţných rovnic      ………  24 
4.2.4    Výsledky analytického řešení      ……………………………………….   27 
4.3     Řešení pomocí MKP ……………..….…….….……………………………..…   28 
4.3.1    Tvoření MKP geometrického modelu      ……………………………….   28 
4.3.2    Postup řešení a soubory      …………………………………………..…   31 
4.3.3    Výsledky numerického řešení      …….…………………………………   32 
 
5.  Závěr     …….…...…………..………………………………………..…………………..…   33 
 
Požitá literatura    …….……..…..………………………………………..…………………..…   34 
 
Přílohy      …………....…………..………………………………………..…………………..…   35 
  




1. Úvodní část 
 
1.1.  Seznam použitých značek: 
 
symbol jednotka definice 
 - Počet dvojnásobných vazeb 
 - Poloměr roztečné kruţnice pastorku 
 - Počet trojnásobných vazeb 
b - Počet styčníků 
E MPa Modul pruţnosti v tahu 
F N Síla 
 - Počet vnitřních kloubů 
l mm Délka prutu 
m - Počet vnějších reakcí odebraných vazbami 
p - Počet prutů 
R
 
N Síla v prutech 
r mm Deformace 











 - Matice relaci mezi vektor prodlouţení prutů 
a vektor posuvů uzlů 
 mm. N
 -1
 Matice tuhosti 
 mm. N
 -1
 Diagonální matice 
 mm. N
 -1
 Matice tuhosti 
 N Povrchové síly 
 mm Vektor posuvů uzlů 
 mm sloţky posunutí 
 N Objemové sily  
 mm Vektor prodlouţení prutů 
 mm virtuální posun 
ε - Deformace 













Cílem bakalářská práce bylo vytvoření programu pro řešení příhradových konstrukcí pomocí 
metody konečných prvků. Práce seznamuje s teorií příhradových konstrukcí. Rovněţ je v práci 
popsána základní teorie metody konečných prvků.  
 
Na základě teorie byl vytvořen vlastní program v matematickém programu MATLAB, pro analýzu 
rovinných příhradových konstrukcí. Pro vytvoření konečno-prvkové sítě byl pouţit program 
ANSYS.  
 
Program je otestován na příkladu a výsledky jsou srovnány s analytickým řešením. 
 
2. Příhradové konstrukce 
 
2.1. Základní pojmy a definice  
Příhradová konstrukce je soustava, která je tvořená výhradně pruty. Prut je strojní součást, jejíţ 
délkový rozměr převládá nad průřezovými rozměry. Materiály prutových konstrukcí mohou být 
různé: ocel, beton, dřevo. Jde o konstrukce vyuţívané ve všech oblastech lidské činnosti. Pruty jsou 
k ostatním prutům vázány výhradně kloubovými vazbami. Klouby jsou idealizované, 
nepředpokládá se pasivní odpor. 
 
Pruty jsou zatíţeny výhradně ve styčnících (kloubová spojení jednotlivých prutů). U přímých prutů 
to znamená, ţe přenášejí jen osové síly (var. A, na Obr. 2.1). Při splnění těchto předpokladů 
přenášejí křivé pruty jen síly ve směru spojnice kloubů (var. B, var. C na Obr. 2.1) 
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                                 a                               b                                        c 
Obr. 2.1 Zatíţeny výhradně ve styčnících 
 
Těţišťové osy jednotlivých prutů se ve styčníku sbíhají v jednom bodě. 




Skutečné konstrukce nevyhovují nikdy těmto předpokladům. Styčníky (spojení prutů) je provedeno 
svařením, nýtováním, lepením apod. Pruty mají vlastní tíhu, která je vlastně zatíţením po délce 
prutu apod. 
 
Prutové soustavy mohou být staticky určité či neurčité a muţe se jednat o statickou určitost či 
neurčitost vnitřní nebo vnější. 
 
Příhradová rovinná konstrukce vznikne kloubovým spojením konců přímých prutů. Osy všech 
prutů, vazby i zatíţení leţí ve svislé souřadnicové rovině . V prutech pak vznikají jen normálové 
(osové) síly. Pruty jsou tedy namáhány na tah nebo na tlak.  
 
Základní skladebný prvek rovinné příhradové konstrukce je tzv. příhrada. Příhrada vznikne 
spojením tří prutů klouby ve třech vrcholech trojúhelníku.  
 
2.2. Kontrola vnitřní a vnější statické určitost 
 
2.2.1. Kontrola statické určitost vnější 






 … počet stupňů volnosti, které tělesu zůstane, 
 
 … počet stupňů volnosti odebraných vazbami, 
 
Pokud  soustava je staticky neurčitá, 
 
Pokud  soustava je staticky určitá, 
 
Pokud  soustava je staticky přeurčitá. Jde o mechanismus. 
 
2.2.2. Kontrola vnitřní statické určitosti 






 … počet styčníků, 
 
 … počet prutů, 
 
 … počet vnějších reakcí odebraných vazbami. 
 
Pokud , jde o soustavu vnitřně staticky určitou. 
Pokud , jde o soustavu vnitřně staticky neurčitou a  je stupeň statické neurčitosti. 
 




2.3.  Skladba příhradového nosníku  
   
                                                          Zatíţení styčník síla apod.  
  Horní přímý pás                                                                                     Styčný 3 prutů 
              
 
 
Styčný 2 prutů                                 Prut ( příčka )                                                                                     
 
 
              
 
 
Kloubová vazba pevná                      Kloubová vazba kluzná 
     Osová síla v prutu    
 Styčný 4 prutů    Spodní přímý pás                                                                                     
  
Obr. 2.2 Skladba příhradového nosníku    
 





Levá část rovnice je počet statických podmínek rovnováhy, počet stupňů volnosti n. 
Pravá část rovnice je počet vnějších a vnitřních vazeb v. 
b… počet styčníků  
p… počet prutů 
… počet jednonásobných vazeb 
… počet dvojnásobných vazeb 
… počet trojnásobných vazeb 















Obr. 2.3 Kontrola  nehybnosti prutové soustavy 
 
 




2.s = p +  + 2.  =14 (2.3) 
 
S = 7 počet styčníků ( v kaţdém z nich 2 podmínky rovnováhy ) 
P=11 počet vnitřních prutů ( v kaţdém z nich 1 neznámá osová síla ) 
 = počet jedno nebo dvojnásobných vazeb 
(1 nebo 2 neznámé sloţky reakcí ) 
 
 
2.4.  Staticky neurčité příhradové konstrukce 
 











Obr. 2.4   Staticky neurčitý příhradový nosník. 
 
 


































Obr. 2.6 Příklad mostní konstrukce 






Obr. 2.7 Příklad střešní konstrukce 




3. Metoda konečných prvků 
 
3.1.  Historie vzniku metody konečných prvků 
Maticové metody strukturální analýzy se začaly rozumět na konci čtyřicátých a počátku padesátých 
let tohoto století při řešeni strukturních konstrukcí zvláště v letectví. Hlavní důvod byl počátek 
rozvoj výpočetní techniky, která výrazní urychlil výpočty. První počítač ENIAC byl vyvinut v roce 
1946. Tento počítač měl 19000 elektronek, avšak malou paměť.  Podle literárních údajů z této doby 
váţil 30 tun, zaujímal asi 110  prostoru a jeho příkon byl 140kW. Pro chlazení spotřeboval 
denně několik tun ledu. Je nutno si také dále uvědomit, ţe kdyţ v roce 1969 přistávala posádka 
Apolla 11 na Měsíc, musel Neil Armstrong převzít ve výšce 100 m nad povrchem řízení, protoţe 
palubní počítač manévr nezvládl. Dnes by byl řídící počítač OREL s paměti 74 kilobajtů povaţován 
za dětskou hračku (v podstatě za programovatelnou kalkulačku). Je nutno zdůraznit, ţe počítače s 
podobnými fyzickými rozměry (60x30x15cm), ale s nesrovnatelně vyšším výkonem a 
mnohonásobně vyšší paměti patři nyní do běţné výbavy inţenýra. dokonce i běţně domácnosti 
disponuji takovými počítači, a tudíţ mění jeho styl práce. Z toho vyplýva zněna stylu práce 
Inţenýra. 
 
Základní idea metody konečných prvků vznikla při řešení rozsáhlých rámových konstrukci. V roce 
1941 Hernikoff  provedl pomoci tzv.“Frame work method“ řešením problému elasticity. Obvykle  
je však vznik metody konečných prvků připisován matematikovi Courantovi, který v roce 1943 
publikoval práci zabývající se problémem torze a v ní nastínil matematický postup, který se stal 
základem metody konečných prvků. Rozdíl mezi jeho koncepci a koncepci metody konečných 
prvků byl v tom, ţe Courant uţíval konečné diference. O další rozvoj této myšlenky a uplatněni v 
technické praxi se zaslouţili hlavně inţenýři, kteří ji aplikovali při řešeni statických a dynamických 
úloh. V roce 1956 Turner a kol. provedl analýzu rovinně úlohy pomoci rozkladu na prvky 
trojúhelníkového tvaru s třemi uzly. V šedesátých letech s rozvojem počítačových technologii byly 
pak provedeny analýzy značného mnoţství prvků. 
 
Inţenýrské pojetí metody konečných prvků bylo později prohloubeno především po matematické 
stránce. V roce 1985 Melosh dokazuje, ţe metoda konečných prvků je moderní variantou klasické 
Ritzovy metody a lze ji řešit jiné fyzikální problémy. Velmi významným přínosem v oblasti 
aplikace byly práce Zinkiewicze, Cheunga, později pak Fellipa, lronse, Marcala, Odena, Veubekea, 
z Českých autorů pak např. Koláře, Kratochvíla, Zlámala a Ţeníška. K rozvoji metody konečných 
prvků ve strojírenství u nás významně přispěli Höschl, Ondráček a pracovníci SVÚSS 
v Běchovicích. 
  
Literatura zabývající se teorií a aplikaci metody konečných prvků je velmi rozsáhlá a pouţití velmi 
široké. Velmi časté je její pouţití při řešeni problémů mechaniky deformovatelných těles. V 
současné době se řeší úlohy statiky a dynamiky konstrukcí s aplikací téměř ve všech odvětvích 
průmyslu, jako např. ve strojírenství, stavebnictví, v leteckém a lodním průmyslu, v energetice aj. 
Kromě toho jsou řešeny pomocí metody konečných prvků problémy proudění, magnetických polí, 
ale také úlohy biomechaniky jako např. proudění krve v komorách srdce, pevnostní problémy lidské 
kosti, či dentálních náhrad aj. největší rozmach metoda dosáhla po roce 1970, který je brán jako 
přelomový rok. V tomto roce INTEL vyvinul první mikroprocesor. 
 
Metoda konečných prvků se v současné době v procesu projektování stává velmi významným 
prostředkem pro numerickou analýzu mechanických vlastnosti konstrukce. Stává se řádovou 
sluţbou s programovým prostředím, které je velice výkonné a pro vyškolenou obsluhu bezpečné. 
Z jakého hlediska proudění-metoda konečných objemů.  
  




Klíčovým krokem metody konečných prvků je sestavení soustavy lineárních algebraických rovnic, 
které je řízeno strukturou (modelem), která je vytvořena z tělesa jeho rozkladem na prvky 
vyplňující celý jeho objem. Postup výpočtu mechanických charakteristik má u všech prvků stejný 
jednoduchý předpis. Úlohou uţivatele je v zásadě jen vytvořeni sítě prvků a i tento krok z velké 
části automaticky zvládne počítač. Z matematického hlediska je tvorba sítě rovnocenná návrhu 
bázových funkcí klasických variačních metod. Síť je však třeba konstruovat pro kaţdé těleso 
individuálně.  
 
Moderní programy aplikující MKP v mechanice jsou budovány jako expertní systémy, které si 
samy vytvářejí modely, vybírají vhodné schéma výpočtu a podrobuji své výsledky analýze 
přesnosti. Problémy Apolla 11 dokumentují, ţe programy s prvky inteligence a optimalizace jsou i 
při maximálním úsilí tvůrců náchylné k chybám (programátorský folklór praví, ţe kaţdý program 
lze zkrátit na jediný příkaz, který je chybný). Jedinou moţností, jak nalézt výpočtovou chybu je 
kritický rozbor výsledků, coţ vyţaduje, aby uţivatel znal fyzikální podstatu analyzovaných jevů a 
principy pouţité metody. 
 
3.2. Odvození základních rovnic MKP 
 
3.2.1. Podstata metody konečných prvků 
Výpočtový model konstrukce se vytvoří tak, ţe se konstrukce rozloţí na menší prvky (fiktivní, 
nazývané konečné prvky), jejichţ analýza je poměrně snadná a pro většinu  části stejná.  
Je však nutno formulovat podmínky, které zajišťuji potřebnou interakci těchto „konečných prvků“ 
konstrukce tak, aby vytvořily souvislý celek, tady aby byla zajištěna rovnováha a kompatibilita 
konstrukce. Z těchto podmínek se vypočítají neznámé sílové nebo deformační faktory, nejprve na 
hranicích jednotlivých prvků, posléze i uvnitř. 
Tento algoritmus analýzy je velmi dobře propracován pro prutové systémy. Prvkem je zde prut, 
tedy jednorozměrný útvar. Z definice příhradových konstrukcí vyplývá, ţe prut se můţe stýkat 
s ostatními pruty pouze v bodech-styčnících. Takţe jeden prvek můţe mít pouze dva stykové body. 
    F1    F2 
     4  10 
           2  3 9    11            13   
     5      12 
    1         6 8          15          14 
          7      16  
 
Obr. 3.1 Soustava pruty 
Metodou konečných prvků lze však řešit i dvoj a trojrozměrné modely. Kontinuum se členi na 
prvky konečných rozměrů, o  nichţ se však předpokládá, ţe souvisejí s ostatními pouze v bodech – 
v uzlech.  Potom je počet prvků i počet uzlů bodů konečný. Oproti prutovým systémům je zde však 
důleţitý rozdíl v tom, ţe vícedimenzionální prvky se spolu navzájem stýkají ve stykových hraních, 




případně plochách. Předpoklad bodové souvislosti zde vyvolává nutné nové problémy s dislokacemi 
podél stykových hran prvků.  
U jednorozměrných prvků lze snadno formulovat vztahy mezi silami a posuvy, lze snadno stanovit 
matici tuhosti. U vícerozměrného prvku nelze matici tuhosti odvodit exaktně, lze to jen nepřímo 
tak, ţe se zvolí pro silové sloţky (u silově varianty) nebo pro sloţky posunu  (u deformační 
varianty) náhradní funkce a poţaduje se, aby na okrajích prvku měly tyto funkce hodnoty, které by 
alespoň přibliţně odpovídaly silám nebo posunutím sousedních prvků. Vhodnost náhradních funkci 
je rozhodující pro přesnost numerického řešení.  
Odvození matic tuhosti pro různé typy prvků lze nalézt v odborné literatuře, např. . 
3.2.2. Postup řešení metodou konečných prvků 
Při řešeni metodou konečných prvků lze rozeznat šest fází: 
1) Rozděleni kontinua na prvky  
Pro vytvoření sítě můţeme pouţít různé typy prvků. Prvky mohou být jedno-, dvou- a 
třídimenzionální, popřípadě můţeme pouţít i speciální typy prvků (např. prvky typu hmotný bod, 
tlumič, aj.). Pro rovinné úlohy se pouţívají prvky ve tvaru trojúhelníku a čtyřúhelníku. Pro 
vytvoření sítě prostorových těles lze pouţít čtyřstěny, klíny a krychle. 
 
2) Stanovení  poddajnosti resp. tuhosti prvků - analýza prvku 
 Kaţdý prvek vzdoruje deformaci podle svých geometrických - fyzikálních vlastnosti. Mírou této 
schopnosti je matice tuhosti, případně matice poddajnosti odvození těchto matic je základním 
kamenem cele analýzy MKP  
 
3) Analýza konstrukce  
 
Analýza konstrukce jako souhrnu všech prvků je totoţná se stanovením matice tuhosti či matce 
poddajnosti celé konstrukce. Jde v podstatě o začleněni vlivu jednoho prvku do celkové únosnosti 
konstrukce. Je nutno transformovat matici tuhosti prvku z lokálního do globálního souřadného 
systému  
 
4) Aplikace okrajových podmínek 
 
Statické (silové), Kinematické (geometrické) 
 
5) Vlastní řešení 
    
Získání primárních výsledků: u deformační varianty to jsou posuvy uzlů, u sílové varianty to jsou 
napětí elementu. 
 
6)  Získání odvozených výsledků 
 









3.2.3. Lagrangeův princip virtuálních posunutí 












Těleso je v rovnováze jako celek a podmínky rovnováhy splňuje také kaţdá jeho část. 
 
















Pole virtuálního posunutí  (3.6) a virtuální deformace (3.7) jsou kinematicky přípustné, to znamená, 
ţe jsou splněny rovnice kompatibility a na hranici  i geometrické podmínky. 
 




Protoţe se jedná o virtuální pole napětí, vzniklé na základě zcela fiktivního virtuální pole 
deformace, nemusí virtuální pole napětí splňovat podmínky rovnováhy. Podmínky rovnováhy musí 
však být  splněny pro skutečný stav zatíţení   a  . 
 
Objemové síly působí na objem V a povrchové síly působí na povrchu  
 























Protoţe platí vztahy  
 
















Dosazením (3.11), (3.14) do (3.9) a po zavedení výrazu pro potenciální energii systému 




a princip virtuálních posunutí lze vyjádřit větou : 
 
Při variaci sloţek posunutí splňujících geometrické podmínky uvnitř i na hranicích tělesa je variace 
potenciální energie systému nulová.  
 
Uvedená věta je podmínkou pro extrém potenciální energie systému. Lze ji proto formulovat 
následovně:  
 
Ze všech moţných deformačních stavů pruţného tělesa, které neporušují jeho spojitost a respektují 
jeho vazby, nastane právě ten, při kterém je potenciální energie systému minimální. 
 
Z kinematicky přípustných stavů tělesa je vybrán ten, který je skutečný. Lze tedy z tohoto  
principu odvodit rovnice rovnováhy.  
 









Tato rovnice můţe být splněna při libovolných virtuálních posunech   jedině tehdy, budou- Ii 








(3.5) jsou důsledkem principu virtuálních posunutí, a proto je tento princip nazýván obecným 
principem rovnováhy.  
 
Princip virtuálních posunutí lze snadno rozšířit na dynamické úlohy. Měrné setrvačné síly lze totiţ 
na základě ďAlembertova principu povaţovat za objemové síly ve tvaru ‚ kde   je 
druhá parciální derivace funkce posuvu podle času a p je hustota materiálu. Levou stranu (3.24) je 






3.2.4. Aplikace variačních principů při řešení prutových soustav 
Kompatibilní prodlouţení prutů prutové soustavy sloţené z N prutů, spojených v M kloubech, lze 
vyjádřit pomocí posuvů uzlů rovnicí  
 
. , (3.20) 
 
Kde  je vektor prodlouţení prutů  ,   je vektor posuvů uzlů 
 ,  je matice relaci mezi  a  . 
 
Vztah mezi sílami, v prutech  prodlouţeními vyplývá z Hookeova zákona 
(3.13) 
 
. ,              (3.21) 
 
Je-li  N prutů spojeno v M kloubech, má matice  pro rovinnou úlohu rozměr  N x 2M  (kaţdý 
uzel je třeba uvaţovat z hlediska posuvu ve dvou směrech). Matice  je diagonální matice sloţena 
z prvků   vyjadřujících tuhost jednotlivých prutů.  
 
Pomoci těchto vztahů je moţno vyjádřit potenciální energii deformace vnitřních sil rovnicí 
 



















kde  je vektor uzlových sil.  
 









coţ je základní soustava rovnic, pro řešení posunutí uzlů prutové soustavy. Matice   se nazývá 
matice tuhosti a je singulární. Singularita se odstraní uváţením okrajových podmínek. Např. pro 




V rovnici (3.21) je  inverzní matice tzv. zmenšené matice tuhosti po vypuštění řádků a sloupců 
příslušejících předepsaným nulovým posuvům,  je vektor předepsaných uzlových sil.  
 
Soustavu rovnic (3.20) lze získat také pomocí Lagrangeova principu virtuálních posuvů.  
 
Udělí-li se soustavě virtuální posuvy, potom lze rovnost virtuální práce vnitřních a vnějších sil 




Po dosazení z (3.20) a (3.21) potom bude  







odkud po zkrácení  se získá (3.27), tedy      
 
     
         y        
                
 
               
             α 
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Obr.3.2 prut k 
 
Relace mezi posuvy  v uzlech a prodlouţením 1l u jednoho prutu soustavy (např. u prutu k, 




Jak bylo řečeno výše, je matice tuhosti  singulární. Singularita se odstraní respektováním 
okrajových podmínek. Je zřejmé, ţe část vnějších sil  musí být silami, které působí ze 
základního rámu na prutovou soustavu - tedy reakcemi. Část posuvů  musí být na druhé straně 
předepsána způsobem uloţení soustavy.  
 
Řádky a sloupce matice tuhosti lze přeskupit tak, aby byly pro vnější reakce v blocích zvlášť, aby 
tudíţ byly odděleny i předepsané posuvy (např. číslování posuvů v uzlech se provede tak, aby 
všechny předepsané posuvy byly v posledních řádcích a sloupcích matice tuhosti).  





kde          … je vektor zadaných vnějších zobecněných sil v uzlech,  
    … je vektor neznámých reakcí,  
     … je vektor neznámých uzlových zobecněných posuvů,  
    … je vektor předepsaných zobecněných posuvů, které respektují okrajové podmínky,  
 ,  ,  ,   … jsou submatice matice tuhosti, odpovídající svými rozměry sub-
vektorům  a .  
 
















Vektor neznámých reakcí  pak plyne z druhé rovnice, tedy z (3.34), do které se dosadí za r., 
stanovené z rovnice (3.35).  
 




kde  je zmenšená matice tuhosti soustavy.  
 
Reakce potom plynou z rovnice  
 
. (3.37) 
Matici tuhosti prutové soustavy  je moţno stanovit také pomocí superpozice matic tuhosti 
jednotlivých prutů (prvků).  
 
Pro libovolný samostatný prut (obr.3.7) plyne matice relací  z rovnice (3.31). Bude to 
jednořádková matice  
 
 , kde  ,  . (3.38) 
 
Vztah mezi silou  a prodlouţením plyne z Hookeova zákona (3.21). Matice  bude 





Po dosazení do rovnic (3.23) z (3.38) a (3.39) a po roznásobení bude lokální matice tuhosti pro  
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Obr.3.3 Soustava dva pruty. 
 
Globální matice celé prutové soustavy se vytvoří tak, ţe se prvky lokálních (elementárních) matic 
jednotlivých prutů sečtou pro společný uzel a směr, tedy na společné adrese určené číslem řádku a 
sloupce. K tomu je nutno pouţít průběţné číslování posuvů a sil v globální soustavě. Souvislost 
lokálních a globálních indexů vyplývá z dispozice prutové soustavy.  
  
Při tomto postupu se vychází z poznatku, ţe reakce v kterémkoliv uzlu je dána součtem reakcí 
přenášených do jednotlivých prutů, které se v tomto uzlu stýkají. Tak je moţno pomocí matic 
tuhosti jednotlivých prutů  sestavit přímo matici tuhosti soustavy . Postup je často nazýván 
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Přece lokalizační tabulku, tímto jsme sestavili Globální matice tuhosti soustavy Obr. 3.3  
Podobně i vnější síly, vnášené do jednotlivých prutů v uzlech soustavy se sloţí do výsledného 
vektoru {Q} vnějších sil přenášených do celé prutové soustavy v uzlech, jejichţ posuvy (r} jsou v  
shodném globálním číslování. To je podstata přímé tuhostní metody (direct stiffness method).  
 
Postup je zřejmý z příkladu prutové soustavy, sloţené z dvěma prutů, uvedené na obr. 3.3. Jsou 
zadány moduly pruţnosti  ÷ , průřezy  ÷ , délky prutů  ÷ , síly Q a úhel .  
 
Nezmenšená matice tuhosti prutové soustavy (globální matice) bude mít rozměr 6x6. Lokální 
matice tuhosti jednotlivých prutů se stanoví podle (3.40). Ukládání prvků matic jednotlivých prutů 
je zřejmé. Hodnota prvku lokální matice tuhosti prvku se přičte k prvku globální matice se stejným 
globálním číslem. Globální čísla jednotlivých posunutí udává lokalizační tabulka (příslušná čísla u 
matic tuhosti vyšetřovaných prvků označují jednotlivé sloupce a řádky globální matice tuhosti).  




4. Aplikační příklad 
 
Jako aplikační příklad byl zvolen model mostní konstrukce (např. ţelezničního mostu). 
Geometrické a materiálové vlastnosti jsou v kapitole 4.1. Rovněţ jsou zde uvedeny okrajové 
podmínky. 
 
4.1.  Zadání 
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              F1            F2          F3  
         S1  
          
                                                                              S2 
 
Obr. 4.2 Zadání konstrukce 
 
  Proveďte výpočet reakcí a sil v prutech u příhradové konstrukce na Obr. 4.2. Vzdálenost mezi 
styčníky je 5 m. Průřez tyče jsou S1=1000  , S2=2000 . Síly jsou zadány takto F1=5 000N,  
F2=15 000N,  F3=10 000N. Materiál je zadán ocel E=210 000 MPa ,   μ=0.3. Průřezy jednotlivých 
prutů, označení styčníků je na Obr. 4.2. Styčníky odpovídají uzlům a uzly v MKP modelu, jsou 
označeny na Obr. 4.3. V MKP modelu odpovídají pruty elementům.  
 
4.2. Analytické řešení 
Pro řešení byla vyuţívala tzv. Styčníková metoda. 
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Obr. 4.3 Schéma prvků a uzlů 
 




4.2.1.   Kontrola statické určitosti 
Kontrola statické určitost vnější 
 
n = 3 – m = 3 – 3 = 0 
 
Kontrola vnitřní statické určitosti 
 
n = 2.s – p – m = 2.10 – 17 – 3 = 0 
 
n = 0, soustava je staticky určitá. 
 
 
4.2.2.  Uvolnění a sestavení rovnovážných rovnic pro celou konstrukci 
                                                   
                
             











Obr. 4.4 Schéma zadán síl 
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Obr. 4.5 Uvolnění sil v prutech 
 


















Řešením soustavy rovnic, získáme výsledky reakcí v bodu A, B 
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Uzel 3.            
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Uzel 5.            
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Uzel 10.  
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4.2.4.  Výsledky analytické řešení      
Máme soustavu 20 rovnic o 20 neznámých. Soustava je řešitelná. Výsledky řešení této soustavy 
rovnic viz Tab. 1. Dále bylo dořešeno napěťově-deformační chování prutové soustavy. Byly 
pouţity následující vzorec. 
 
Posuv                                                             
 
Deformace       
 














Průřez   
 












      
1 2000 5000 13750 
0,16369048 3,27381E-05 6,875 
2 2000 5000 13750 
0,16369048 3,27381E-05 6,875 
3 2000 5000 16250 
0,19345238 3,86905E-05 8,125 
4 2000 5000 16250 
0,19345238 3,86905E-05 8,125 
5 2000 5000 0 
0 0 0 
6 2000 5000 0 
0 0 0 
7 2000 5000 22499 
-0,2678452 -5,3569E-05 -11,2495 
8 2000 5000 22499 
-0,2678452 -5,3569E-05 -11,2495 
9 2000 5000 0 
0 0 0 
10 2000 5000 0 0 0 0 
11 1000 5000 5000 
0,11904762 2,38095E-05 5 
12 1000 5000 0 
0 0 0 
13 1000 5000 10000 
0,23809524 4,7619E-05 10 
14 1000 7071 19445 
-0,6547409 -9,2595E-05 -19,445 
15 1000 7071 12374 
0,41665026 5,89238E-05 12,374 
16 1000 7071 8839 
0,29762176 4,20905E-05 8,839 
17 1000 7071 22981 
-0,7738031 -0,00010943 -22,981 
 
Tab. 1. Výsledky Analytické řešení 
 
4.3.   Řešení pomocí MKP 
 
4.3.1.Tvorba MKP geometrie modelu 
 
Pro vytvoření sítě modelu byl vyuţit komerční program ANSYS. Z program byly následně získány 
informaci o poloze uzlů a umístění elementů pomocí příkazů NWRITE a EWRITE. Příkaz 
NWRITE zapisuje  pozice uzlů do souboru  „node.txt“. EWRITE zapisuje  pozice element do 
souboru  „element.txt“. 
 
 





Obr. 4.6 Schéma uzlů a prvků v ANSYS. 
 
 
Informace o průřezu jsou uloţen do tzv. reál konstant. Kde L1=1000 , L2=2000 . 
Informace je nutná i u analytického řešení- zadání, kde průřezy byly označeny  S1 ; S2 





Obr. 4.7 Schéma reál konstant. 
 
Ukázka soubor „node.txt“ 
 
      1  0                                   0 
       2  5000.000000000      0 
       3  10000.00000000      0 
       4  15000.00000000      0  
       5  20000.00000000      0 
       6  0.000000000000      5000.000000000     
       7  5000.000000000      5000.000000000     
       8  10000.00000000      5000.000000000     
       9  15000.00000000      5000.000000000     
      10  20000.00000000      5000.000000000     
 
 
První sloupec je číslo uzlů. Druhý  sloupec jsou   x-ové  souřadnice uzlů. Třetí sloupec jsou  









Ukázka soubor „element.txt“ 
 
     1     2      0     0     0     0     0     0            1           1           2         1        0          1 
     2     3      0     0     0     0     0     0            1           1           2         1        0          2 
     3     4      0     0     0     0     0     0            1           1           2         1        0          3 
     4     5      0     0     0     0     0     0            1           1           2         1        0          4 
     1     6      0     0     0     0     0     0            1           1           2         1        0          5 
     6     7      0     0     0     0     0     0            1           1           2         1        0          6 
     7     8      0     0     0     0     0     0            1           1           2         1        0          7 
     8     9      0     0     0     0     0     0            1           1           2         1        0          8 
     9    10     0     0     0     0     0     0            1          1           2          1        0          9 
    10     5     0     0     0     0     0     0            1          1           2          1        0        10 
     7     2      0     0     0     0     0     0             1          1          1          1        0         11 
     8     3      0     0     0     0     0     0             1          1           1          1        0        12 
     9     4      0     0     0     0     0     0             1          1           1          1        0        13 
     1     7      0     0     0     0     0     0             1          1           1          1        0        14 
     7     3      0     0     0     0     0     0             1          1           1          1        0        15 
     3     9      0     0     0     0     0     0             1          1           1          1        0        16 
     9     5      0     0     0     0     0     0             1          1           1          1        0        17 
     I,     J,     K,     L,   M,    N,    O,    P,       MAT,  TYPE,  REAL, SEC,  ESYS,       IEL 
 
 
První dva sloupce udávají čísla uzlů mezi, kterými je prvek vytvořen. První sloupec udává číslo 
uzlů, který prvek začíná. Druhý sloupec udává číslo uzlů ve které prvek končí. Třetí sloupec do 
osmého sloupce nepouţíváme. Devátý sloupec je materiál prvků, všechny prvky mají stejný 
materiál ocel E=210 000 MPa , μ=0.3. Desátý sloupec je typ prvky, nepoţíváme. Jedenáctý sloupec 
je reál konstanta prvků, reál konstanta číslo 1 je Průřez S1=1000  a reál konstanta číslo 2 je 
Průřez S2=2000 . Dvanáctý sloupec a třináctý sloupec jsou reální konstanty nepouţíváme. 
Poslední sloupec je číslo prvků. 
 
4.3.2. Postup řešení a soubory 
Pro vlastní řešení daného problému, byl vytvořen vlastní program v matematickém programu 
MATLAB, blíţe viz [S1]. 
 
Program se skládání  z hlavního program a několika podprogramů.  
 
Hlavní program - Hlavni.m. 
 
Podprogramy - hledatprurez.m,  maticetuhosti.m,  reseniposuvy.m,  reseninapeti.m ,  
resenireakce.m,  graf.m 
 
Všechny programy jsou  umístěny v přílohách … a dále jsou také umístěny na přiloţením CD. 
 





4.3.3. Výsledky řešení pomocí MKP 
Primární výsledky řešení jsou v Tab. 2. Grafické zobrazení výsledků deformace prutové 
soustavy je zobrazeno na Obr. 3.6. Výsledky napěťově-deformační analýzy jsou umístěny 




































































1 0 0 0 0 0 0 0 13750 
2 5000 0 0 -5000 0.1637 -1.1326 0 0 
3 10000 0 0 -15000 0.3274 -1.6505 0 0 
4 15000 0 0 -10000 0.5208 -1.3061 0 0 
5 20000 0 0 0 0.7143 0 0 16250 
6 0 5000 0 0 0.6101 0 0 0 
7 5000 5000 0 0 0.6101 -1.0731 0 0 
8 10000 5000 0 0 0.3423 -1.6505 0 0 
9 15000 5000 0 0 0.0744 -1.1870 0 0 
10 20000 5000 0 0 0.0744 0 0 0 
 
Tab. 2. Výsledky primárního řešení 
 
Obr. 4.8 Grafické znázornění deformované soustavy s vykreslením reakcí 







































1 1 2 2000 0.1637 6.8750 
2 2 3 2000 0.1637 6.8750 
3 3 4 2000 0.1935 8.1250 
4 4 5 2000 0.1935 8.1250 
5 1 6 2000 0 0 
6 6 7 2000 0.0000 0 
7 7 8 2000 -0.2679 -11.2500 
8 8 9 2000 -0.2679 -11.2500 
9 9 10 2000 0 0 
10 10 5 2000 0 0 
11 7 2 1000 0.1190 5.0000 
12 8 3 1000 0 0 
13 9 4 1000 0.2381 10.0000 
14 1 7 1000 -0.6548 -19.4454 
15 7 3 1000 0.4167 13.3744 
16 3 9 1000 0.2976 8.8388 
17 9 5 1000 -0.7738 -22.9810 
 




Předkládaná diplomová práce se zabývá řešením rovinných příhradových konstrukcí. V úvodní 
kapitole  (kapitol č.1)  je popsán teorie příhradových konstrukcí. Následující kapitole (kapitol č. 2) 
se zabývá teorie metody konečných prvků. V úvodu kapitoly je uvedena historie.  Dále je zde 
rozpracovaná teorii aplikace metodou konečných prvků pro prutové konstrukce. Ve třetí kapitole je 
proveden výpočet rovinné prutové konstrukce. Řešení je proveden jednak pomocí tzv. styčníkové 
metody a jednak pomocí autorova vlastního program, který vyuţívá pro řešení právě metodou 
konečných prvků. Výsledky jsou shrnuty v tabulkách. Srovnání a porovnání výsledů analytického a 
numerického řešení ukazuje, ţe program je vytvořen správně a můţe být pouţívat i pro jiné typy 
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Příloha  č. 1. 
Soubor hlavní 
 







% pu počet uzly  
disp('počet uzly') 
 pu = size(node,1) 
  % pp pocet prvky 
  disp('počet prvky') 
  pp = size(element,1) 
% mu matice uzlů 
disp('matice uzly') 
mu=node(1:pu,2:3) 
% mp matice prvků 
disp('Matice prvku') 
mp=element(1:pp,1:2) 




disp('Průřez zadáno v mm2') 
S=[1000; 2000] 
% E modul pruznosti ,všechny prvky májí stejnou  
disp('Modul pruznosti v MPa') 
E=ma(:,1)*ones(pp,1) 
% mi konstanta umernosti 
disp('Konstanta umernosti') 
mi=ma(:,2) 
% Průřez prvků 
disp('Průřez prvků v mm2') 
prurez=hledatprurez(S,element,pp) 
% Volím normy E modul pruznosti krat průřez prvků 
Esnormy = 210000*S(2); 
% E modul pruznosti krat průřez prvků 
Es = diag(E)*prurez; 
% xx poloha prvku v osy x  
xx=mu(:,1); 
% xx poloha prvku v osy y 
yy=mu(:,2); 
% pv pocet stupnu volnosti 
pv=pu*2; 




% sily v uzlu 
sily=zeros(pv,1); 




disp('sily v uzlu N') 
sily 
% Globalni tuhosti matice 
[tuhost]=maticetuhosti(pv,pp,mp,pu,mu,xx,yy,Es,Esnormy); 
% okp okrajove podminky, reakce musime hladat 
okp=[1,2,10]'; 
% Řešení posuvy uzly 
posuvy=reseniposuvy(pv,okp,tuhost,sily); 
% Řešení reakce uzly 
reakce=resenireakce(pv,posuvy,tuhost,okp); 






Příloha  č. 2. 





 for i=1:pp; 
     indexsa1=[zeros(i-1,1);S(real(i));zeros(pp-i,1)]; 
           prurez=prurez+indexsa1; 
end 
 
Příloha  č. 3. 
Soubor matice tuhosti 




    index=mp(e,:); 
    indexprvku=[ index(1)*2-1 index(1)*2 index(2)*2-1 index(2)*2];  
    xa=xx(index(2))-xx(index(1)); 
    ya=yy(index(2))-yy(index(1)); 
    delkaprvku=sqrt(xa*xa+ya*ya); 
    C=xa/delkaprvku; 
    S=ya/delkaprvku; 
     k1=Esnormy*([C*C C*S -C*C -C*S; C*S S*S -C*S -S*S;-C*C -C*S C*C C*S;-C*S -S*S C*S 
S*S]*(Es(1))/Esnormy)/delkaprvku; 
    tuhost(indexprvku,indexprvku)=tuhost(indexprvku,indexprvku)+k1; 
end 




Příloha  č. 4. 
Soubor hledá napětí 
function napeti=reseninapeti(pp,mp,xx,yy,posuvy,E,Esnormy,Es); 
% Řešení napeti v prvku 
for e=1:pp; 
    index=mp(e,:); 
    indexprvku=[ index(1)*2-1 index(1)*2 index(2)*2-1 index(2)*2];  
    xa=xx(index(2))-xx(index(1)); 
    ya=yy(index(2))-yy(index(1)); 
    delkaprvku=sqrt(xa*xa+ya*ya); 
    C=xa/delkaprvku; 
    S=ya/delkaprvku; 
%delta l =delkaprvku*[-C -S C S]*posuvy(indexprvku) 
%sigma l =E/l*delta l 
          sil(e)=Esnormy*[-C -S C S]*posuvy(indexprvku)/delkaprvku; 
napeti(e)=Esnormy*E(e)*[-C -S C S]*posuvy(indexprvku)/(delkaprvku*Es(e)); 
end 
disp('Napeti P (MPa)'); 
jj=1:pp; format 
[jj' napeti']     
 
 
Příloha  č. 5. 
Soubor hledá posuvy 
function posuvy=reseniposuvy(pv,okp,tuhost,sily); 











Příloha  č. 6. 
Soubor hledá reakce 
function reakce=resenireakce(pv,posuvy,tuhost,okp); 














Příloha  č. 7. 
Graf  
function graf(node,element,pu,pp,pv,xx,yy,mp,mu,posuvy,reakce,sily) 
% xx poloha prvku v osy x  
xx=mu(:,1); 
% xx poloha prvku v osy y 
yy=mu(:,2); 

























































xxmin = min(xx); xxmax = max(xx); yymin = min(yy); yymax = max(yy); 
axis([xxmin-1500 xxmax+1500 yymin-1500 yymax+1500]) 
 
Příloha  č. 8. 
Soubor „node.txt“ 
 
     1     2     0     0     0     0     0     0     1     1     2     1     0     1 
     2     3     0     0     0     0     0     0     1     1     2     1     0     2 
     3     4     0     0     0     0     0     0     1     1     2     1     0     3 
     4     5     0     0     0     0     0     0     1     1     2     1     0     4 
     1     6     0     0     0     0     0     0     1     1     2     1     0     5 
     6     7     0     0     0     0     0     0     1     1     2     1     0     6 
     7     8     0     0     0     0     0     0     1     1     2     1     0     7 
     8     9     0     0     0     0     0     0     1     1     2     1     0     8 
     9    10     0     0     0     0     0     0     1     1     2     1     0     9 
    10     5     0     0     0     0     0     0     1     1     2     1     0    10 
     7     2     0     0     0     0     0     0     1     1     1     1     0    11 
     8     3     0     0     0     0     0     0     1     1     1     1     0    12 
     9     4     0     0     0     0     0     0     1     1     1     1     0    13 
     1     7     0     0     0     0     0     0     1     1     1     1     0    14 
     7     3     0     0     0     0     0     0     1     1     1     1     0    15 
     3     9     0     0     0     0     0     0     1     1     1     1     0    16 
     9     5     0     0     0     0     0     0     1     1     1     1     0    17 
   % I,   J,     K,    L,    M,    N,    O,    P,   MAT,  TYPE, REAL, SECNUM, ESYS, IEL 
 
   Příloha  č. 9. 
Soubor „element.txt“ 
 
       1  0                               0 
       2  5000.000000000      0 
       3  10000.00000000      0 
       4  15000.00000000      0  
       5  20000.00000000      0 
       6  0.000000000000      5000.000000000     
       7  5000.000000000      5000.000000000     
       8  10000.00000000      5000.000000000     
       9  15000.00000000      5000.000000000     
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